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In dieser Arbeit werden das Leistungsverhalten von Warteschlangennetzen und ihre Zuverlissigkeit in
einem gemeinsamen Modell beschrieben. Sie kann daher dem neueren Forschungsgebiet Performability
zugeordnet werden, siehe [4]. Bisherige Ergebnisse in der Literatur fithrten bei einer exakten Modellierung von
Netzwerken mit unzuverliassigen Knoten nicht zu stationéren Verteilungen in Produktform, die einfache Leis-
tungsanalysen ermoglichen. Die Arbeit [2] gibt einen Uberblick iiber Approximationsmethoden, die deshalb
entwickelt wurden. Im Gegensatz dazu wird hier ausgehend vom Standard Jackson Netzwerk der Ausfall und
die anschlieBende Reparatur der Knoten gleich in die Markovsche Systembeschreibung so eingebaut, dass
das Gleichgewichtsverhalten des Netzwerks in einer neuartigen Produktformstruktur angebbar ist. Zunéchst
sei kurz das zugrundegelegte Netzwerk skizziert.

Definition 1 Fin Jackson Netzwerk besteht aus J Knoten, gegeben in der Menge J := {1,2,...,J}, jeder
Knoten j reprisentiert ein -|M|1joco — FCFS-System, an dem die Servicekapazitit pi(n;) > 0 bereitgestellt
wird, wenn sich dort genaun; € N Kunden befinden, j € J. Die ununterscheidbaren Kunden treffen am Kno-
ten j in einem Poisson-\;-Strom aus der Auflenwelt ein, A; > 0, und fordern an jedem Knoten i, den sie
wdihrend threr Zeit im Netzwerk aufsuchen, eine Bedienung, die exponential verteilt ist mit Erwartungswert
1. Die Kundenbewegungen im Netzwerk werden bestimmt durch einen Markovschen Routingmechanismus,
gegeben durch die stochastische, irreduzible Matriz R = (r(i,j) : i,j € Jo) mit r(0,0) := 0, X := ijl Aj,
r(0,7) = )‘7] und Jo := J U {0}. Die Folgen der Zwischenankunftszeiten und Bedienzeitforderungen bil-
den eine unabhingige Familie von Zufallsvariablen und die Routingentscheidungen sind unabhdngig von der
Vergangenheit, gegeben den gegenwdrtigen Zustand. Mit X;(t) als der Anzahl der an Knoten j anwesenden
Kunden zur Zeit t > 0, sei X(t) := (X;(t) : j € J) der gemeinsame Schlangenlingenvektor zur Zeit t.

Satz 2 ([3]) Der gemeinsame Schlangenlingenprozess X = (X (t) : t > 0) des Jackson Netzwerks ist ein

Markov Prozess auf E = N’ der als ergodisch vorausgesetzt sei. Dann hat die Verkehrsgleichung des Netz-
werks eine eindeutige Losung n = (m,...,1n7), gegeben durch

J
ni=XN+ > mir(i,g), jeJ, (1)
=1

und die eindeutige stationdre und Grenzverteilung von X ist (mit Normierungskonstante K(J)) :

J nj
ﬂ(nl,...,nJ):K(J)_ln ( N ), fiir (n1,...,ny) € E.

In Erweiterung des Jackson Netzwerks seien nun die Knoten als unzuverlissig vorausgesetzt, d.h. die
Bediener fallen in zufélligen Zeitpunkten aus und werden dann repariert. Genauer: die Knoten kénnen einzeln
oder in Gruppen gemeinsam ausfallen und auch die anschlieBende Reparatur kann fiir einzelne Knoten oder
fiir eine Knotengruppe zeitgleich enden. Es ist dabei nicht notwendig, dass Knoten, die zusammen ausgefallen
sind, auch gemeinsam ihre Reparatur beenden.

Ausgefallene Knoten nehmen wéhrend ihrer Reparatur weder weitere Kunden auf noch wird die Bedienung
von evtl. anwesenden Kunden fortgesetzt. Letztere verbleiben am Knoten, bis der Server repariert ist und
die Bedienung wieder aufgenommen wird. Weiter unten werden drei Verfahren beschrieben, mit denen neue



Routingmatrizen hergeleitet werden, die das Kundenverhalten im Netzwerk in Bezug auf ausgefallene Knoten
regeln.

Um die zeitliche Entwicklung des Netzwerks darstellen zu kénnen, muss der Zustandsraum fiir den be-
schreibenden Markovprozess erweitert werden zu E = E'U (P(J)\{0} x N7) . Ein neuer Zustand der Form

(I,n1,n9,...,ny) € E\E

bedeutet dann, dass die Knotengruppe I € P(J)\{0} ausgefallen ist und repariert wird und dass an diesen
Knoten i € I jeweils n; Kunden auf die Reparatur des Bedieners warten, wihrend sich an den normal
arbeitenden Knoten i je n; Kunden befinden, i € J\I.

Sei K C J die Menge der momentan ausgefallenen Knoten. Dann fillt die Menge I C J\K, I # (), normal
arbeitender Knoten zusammen mit Intensitéit oX (n; : i € K UT) aus, wenn sich n; Kunden an Knoten 4,
i € K UI, befinden und im Fall K # () endet fiir die Knotenmenge I C K,I # (), die Reparatur mit
Intensitét ﬁlg (n;:i€ K ), wenn im Moment des jeweiligen Ausfalls n; Kunden am Knoten i, ¢ € K, waren,
die sich immer noch wartend dort befinden. Die Ausfall- und Reparaturraten kéonnen also insbesondere von
der lokalen Kundensituation im Netzwerk abhéngen. B

Jedoch kénnen die Intensitéten aX (n; : i € J) und B&(n; : i € J) in dieser komplexen Situation nicht
mehr beliebig gewéhlt werden. Noch sehr allgemeine Formen erhélt man, wenn man die Ausfélle als Geburten
und die Reparaturen als Tode auffafit und bekannte Intensitédten aus der Theorie mehrdimensionaler Geburts-
und Todesprozesse (siehe [6],Tab. 1), auf unsere Situation iibertrigt. Es sei eine Moglichkeit angegeben:

Definition 3 Die Intensititen fir Ausfall bzw. Reparatur der Knotengruppe I # 0 haben, wenn die Kno-
tengruppe K C J als momentan ausgefallen vorausgesetzt sei, die folgende Form:

- A(n;:ie KUl) B(n;:i€ K)

ar(ni:i€J):= A(ni:iEI_() B(nzZ—EK\I_)

~ix

bzw. ﬂlg(nl ri€J) =

(2)

Hierbei sind A and B beliebige nichtnegative reelle Funktionen: A, B : J,c; Nt — Ry = [0,00).
af(n; :i € J) und B (n; - i € J) dienen als Ubergangsintensititen fir den erweiterten Markovprozess auf

E und werden, als endlich vorausgesetzt. Zur Normierung setzen wir: A(n;:i€0):=1=:B(n; : i €0).

Es ist nun das Routingverhalten der Kunden im Netzwerk fiir Zeiten, in denen mindestens ein Knoten
ausgefallen ist, festzulegen. Dazu werden drei mogliche Losungsprinzipien vorgestellt. Die ersten beiden stam-
men urspriinglich aus der Theorie des Information-Blockings, [1], wo sie fiir die Behandlung von Netzwerken
mit Kapazitatsbeschrankungen entwickelt wurden. Es ist iiberraschend, dass sie auch hier im Netzwerk, das
dem dynamischem Wechselspiel von Ausfall und Reparatur der Knoten unterworfen ist, geeignete Umlei-
tungsregeln fiir die Kunden definieren.

Definition 4 (Stalling[5]) Sobald ein einzelner Knoten oder eine Knotengruppe ausgefallen ist, werden
alle externen Ankunftsstrome und alle Bedienprozesse an arbeitenden Knoten augenblicklich unterbrochen
und erst wieder aufgenommen, wenn alle ausgefallenen Knoten wieder repariert sind.

Dieses Prinzip des erzwungenen Stillstandes findet in der Praxis durchaus seine Anwendung. So wird in
groflen Produktionsanlagen, z.B. bei der Fliebandfertigung in der Automobilindustrie, bei Ausfall oder
Storung einer Fertigungseinheit die gesamte Produktion gestoppt und erst nach erfolgter Reparatur wieder
aufgenommen.

Das zweite Losungsverfahren hat sich vor allem in der Nachrichtenverkehrstheorie etabliert, wo es bei der
Modellierung von Systemen mit begrenzter Pufferkapazitit verwendet wird.

Definition 5 (Repetive Service — Random Destination (RS-RD)) FEin Kunde, der nach Ende sei-
ner Bedienung an Knoten i € J\I gemdp seiner Routingvorschrift einen gerade in Reparatur befindlichen
Knoten j € I als nichsten Aufenthaltsknoten gewdhlt hat, verbleibt an Knoten i, um eine weitere Bedienung
zu erhalten, deren Dauer neu bestimmt wird. Wenn diese zusdtzliche Bedienung endet, wihlt er aufs Neue
seinen ndchsten anzusteuernden Knoten gemdf$ seiner Routingmatriz. B

Die formale Anwendung dieses Prinzips ergibt als neue Routingmatriz RT = (71 (i,7) : i,5 € Jo\I), mit

r {r(z‘,j>, ij € o\, i # j,

(i, 5) = 0
(0,9) r(i,i) + Y perr(i k), i€ o\, i=j. ®)



Die Routingmatriz des urspringlichen Prozesses muss hier als reversibel vorausgesetzt werden.

Das dritte Prinzip beruht auf der Theorie von Tabuwahrscheinlichkeiten in Zusammenhang mit Markov-
Ketten. Als allgemeine Methode wird es in [5] eingefiihrt. Dabei wird der Routingprozess des Jackson Netz-
werks als eine Markov Kette auf dem Zustandsraum J mit Ubergangbmatrlx R = (r(i,j) : i,j € Jo)
betrachtet. Verbietet man nun den Kunden die Knotenmenge I C J (I # 0,1 # J) zu betreten, d.h., I ist
der Tabubereich, dann steuert die Skipping-Regel ein spezielles Uberspringen des verbotenen Berelches wie
folgt:

Definition 6 (Skipping) Wenn ein Kunde an Knoten i € Jo\I als ndchsten anzusteuernden Knoten j €
Jo\I wdhlt, (mit Wahrscheinlichkeit (i, §) ), dann springt er sofort zu diesem, wihlt er aber den ausgefallenen
Knoten k € I (mit Wahrscheinlichkeit r(i, k)), kann er sich nicht zu diesem begeben, sondern muss sofort
seinen ndchsten Aufenthaltsknoten | wihlen, mit Wahrscheinlichkeit r(k,1), etc. Dieses Skipping-Prinzip
fiihrt zu einer neuen Markovschen Routingmatriz RT = (#1(i,j) : 1,5 € Jo\I), gegeben durch

M0, 5) = r(i,5) + > v k) # (k. 5), i€ Jo, j €\ (4)
kel
Das nachstehende Hauptergebnis zeigt, dass die vorgestellte Modellierung zu einer stationéren Verteilung

in Produktform fiir das Netzwerk mit unzuverlissigen Knoten fiihrt, die die gemeinsame oder getrennte
Behandlung der Aspekte Zuverlissigkeit und Leistungsverhalten des Netzwerks ermoglicht.

Satz 7 Gegeben sei ein Jackson Netzwerk mit Ausfall- und Reparaturverhalten gemdf$ Definition 3, fir das
im Falle des Ausfalls von Knoten eine neue Routingmatrixz gemdfl dem Stalling-Prinzip, dem RS-RD-
Prinzip oder dem Skipping-Prinzip erzeugt wird. Dann besitzt der beschreibende, erweiterte Markouvpro-
zess auf E die folgende stationdre Verteilung in Produktform.

Definition 8 (Stationiire Verteilung fiir unzuverlissige Jackson Netzwerke)
Auf dem erweiterten Zustandsraum E sei die folgende Verteilung in Produktform definiert:

I ﬁﬁ(

j=1li=1

) fir (n1,na,...,ny) € E,

_ 1 ZEI J
n(Il,ny,ng,...,n5)=C (J) HH(

: i )fur(] ni,na,...,ny) € E\E.
T 1€ j=1 i=1

Dabei ist n = (n1,m2,...,1n5) die Losung der Verkehrsgleichung des Standard-Netzwerks, (1), und C(J) ist
die Normierungskonstante, die als endlich vorausgesetzt sei.
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